Contents

1 Introduction 1 1.1 Designing an algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Analyzing an algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2.1 Measuring criteria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2.2 Why do we need to analyze an algorithm ? . . . . . . . . . . 2 1.2.3 Θ, O and Ω Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.3 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.4 Some common running times . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Divide and Conquer 8 2.1 Quicksort (partition exchange sort) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 2.1.1 Worst-case analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 2.1.2 Average case analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 2.2 General divide&conquer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 2.2.1 Other examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.2.2 The general recurrence relation . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 2.2.3 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.2.4 Rates of growth of some divide&conquer algorithms . . . . . 16 2.3 Strassen’s matrix multiplication . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.4 Fast Fourier Transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.5 Other recurrence relations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.5.1 Linear recurrence relations with constant coefficients . . . . . 26 2.5.2 Generating functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 2.5.3 Using generating functions to solve recurrence relations . . . 39

3 Greedy Algorithms 43 3.1 Combinatorial Optimization Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 3.2 The 0–1 knapsack problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 3.2.1 The fractional knapsack problem . . . . . . . . . . . . . . . . 44 3.2.2 The greedy algorithm for the knapsack problem . . . . . . . . 44 3.2.3 Optimality of the greedy algorithm . . . . . . . . . . . . . . . 45 3.3 Huffman codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 3.3.1 Constructing Huffman Codes . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 3.3.2 Priority queues . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 3.3.3 Elements of the greedy strategy . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 3.3.4 Correctness of Huffman’s algorithm . . . . . . . . . . . . . . . 51 3.4 The general greedy procedure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 3.5 Minimum tardy task problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 3.6 Scheduling with Deadlines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 3.7 Minimum Spanning Trees (MST) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 3.7.1 Kruskal’s MST Algorithm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 3.7.2 Disjoint-set data structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.7.3 Prim’s minimum spanning tree algorithm . . . . . . . . . . . 59 3.7.4 Binomial Heaps and Fibonacci Heaps . . . . . . . . . . . . . 62 3.7.5 Amortized Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 3.7.6 Fibonacci Heaps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4 Dynamic Programming 84 4.1 General Remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 4.2 The 0-1 Knapsack Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 4.2.1 Complexity of the dynamic programming algorithm for the 0-1 Knapsack problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 4.3 The Traveling Salesperson Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 4.3.1 Complexity of the dynamic programming algorithm for the Traveling Salesperson Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 4.4 The String Alignment Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 4.4.1 Biology Background . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 4.4.2 The dynamic programming solution to

the String Alignment Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 4.4.3 Hirschberg’s linear-space optimal alignment algorithm . . . . 104 4.5 The Edit Distance Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 4.6 The Single-source Single-sink Shortest Path Problem in Layered Networks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 4.7 The All Pairs Shortest Path Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 4.8 The Optimal Search Tree Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 4.8.1 Time complexity of the optimal search tree algorithm . . . . 114

5 Backtracking Algorithms 115 5.1 The Traveling Salesperson Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 5.2 Backtracking and the 0-1 Knapsack Problem . . . . . . . . . . . . . 121 5.3 More Backtracking Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 5.3.1 The Eight Queens Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 5.3.2 Vertex coloring problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 5.3.3 Sum of subsets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 5.4 Classification of Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

6 Topics 130 6.1 Shortest Paths . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 6.1.1 Single-Source Shortest Path Problem . . . . . . . . . . . . . . 130 6.1.2 Single-Pair Shortest-Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 6.1.3 All-Pair Shortest Path . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 6.2 Splay Trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 6.2.1 Tree Rotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 6.2.2 Analysis of Splay Tree Operations . . . . . . . . . . . . . . . 147 6.2.3 Update Operations on Splay Trees . . . . . . . . . . . . . . . 152 6.3 Graph Coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 6.3.1 Vertex Coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 6.3.2 Edge Coloring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165